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1. INTRODUCTION 
La premiere formule-limite de Kronecker dit que: 
lim y’ y-1 [ 
1 jcz+nl “-2 
lC~.rl) # to.0) 1 
=2n y-log2-ilogy-210g Iq(z)l 
( ) 
ou z = x + iy appartient au demi-plan complexe superieur, y designe la con- 
stante d’Euler et 9 la fonction de Dedekind delinie par: 
rl(“) = p=/12 + x p, ( 1 - Pm-) 
pour Im(z) > 0. 
11 resulte en particulier de la formule de Kronecker que si l’on prend 
comme branche uniforme du logarithme 
‘- +a’ 
E + 1 (determination principale de log( 1 - e2nmZ)) 
n=l 
on a la formule: 
log q(az) = log q(z) + 4 log(cz + d) + 7&S(a) 
pour tout CJ = (; 2) E SL(2, Z) ou S(a) est un nombre rationnel possbdant 
des proprittes arithmetiques particulierement intlressantes. Or la serie qui 
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intervient dans le membre de gauche de la formule-limite peut s’ecrire 
21(2s) E*(z, s) ou c est la fonction zeta de Riemann et 
E*(z, s) = 1 Im(az)” 
i-‘l\r 
avec r=SL(2,Z) et rl= {(;I;)EI’/c=O}. Asai’ (Cl]) reprend cette 
situation pour la generaliser dans le cas d’un corps de nombres F dont 
nous supposerons, pour simplifier les calculs, que le nombre de classes 
est 1. 
Soit n = r, + 2rz le degre de F sur Q, ou comme d’habitude r1 dtsigne le 
nombre de plongements reels et 2r, le nombre de plongements de F dans @. 
Reprenant les notations de [l], nous noterons a + ~6~) ces differents 
plongements, en convenant que cl(j) = c((‘+ ‘2J si rl + 1 sjs r, + rz. Soit 
X = JJ;:+Irl II, ou H, = H, le demi-plan de Poincare pour 1 5j 5 r1 et 
Hi = H,, le demi-plan quaternionique superieur forme des elements: 
x -y 
( ) J’ x ’ 
XEC et y>O 
pour rl + 1 sjsr, + r2. Pour z= (z,)E% on a, soit zj= .x~+.Y,, soit 
zJ= ( ; -C-Q) et on note dans tout les cas y(zj) =4;. On pose 
r, + i-2 
Wz) = n y(z,)” 
/=I 
i 
1 si jSrl, 
e, = 
2 si j5rr,. 
On rappelle que SL(2, C ) opere sur H, de la meme facon que SL(2, 52) 
opere sur H,, a savoir 
(a, z) -+ a(z) = (az + /?)(yz + 6)~’ 
si cr = (; f) et z = (; ,“) en identifiant a avec la matrice (” ,). I1 s’ensuit que 
SL(2, iR)rl x SL(2, C)r2 opbre sur X par 
Soit o l’anneau des entiers de F. A l’aide des plongements definis ci-dessus, 
on considere r= SL(2,o) comme un sous-groupe de SL(2, lR)r’ x 
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X.(2, C)‘* et si on appelle ri le sous-groupe de r forme des matrices (; f) 
telles que y = 0, on peut delinir la s&e d’Einsenstein 
E*(z, s) = 1 Ny(a(z)y. (1) 
0E-T,\I- 
Cette serie converge pour R(s) > 1 et posdde un prolongement analytique 
a C tout entier. De plus il y a en s = 1 un pole simple et une formule-limite 
donnant le terme constant dans le developpement en serie de Laurent au 
voisinage de s = 1, qui se dtduit de celle que donne Asai’ [ 1, p. 2061. Cette 
formule fait apparaitre la fonction “analogue a log 1 q(z)l.” La mise en 
evidence de cette analogie provient du fait que les proprittts de log 1 q(z)1 
peuvent se gentraliser a cette fonction ainsi que l’indique Asdi (thtoremes 4 
et 5). Les proprietes en question sont les suivantes, en posant h(z) = 
-4 loglq(z)l: 
(1) h(z) est une fonction analytique rtelle des variables x et y ou 
z = x + iy, qui s’annule par l’operateur de Laplace-Beltrami y’( (a2/8x2) + 
(iJ*/~v*)) sur X= {zE@/Im(z)>O}. 
(2) h(z)=logIcz+d12+h(az) pour tout a=(;5;)~K 
(3) h est associee i la strie de Dirichlet i(s) [(s + 1) via la transfor- 
mation de Mellin. 
D’autre part on peut dtfinir, en suivant [2] des series d’Eisenstein “adeli- 
ques”: 
On dtsigne par A l’anneau des addles de F, par G le groupe SL(2), par 
K= n, K, un sous-groupe compact maximal de G, obtenu en prenant: 
K, = SO(2, R) si u est une place inlinie rtelle, 
K,. = SU(2, C) si u est une place intinie imaginaire, 
K, = SL(2, Ok,) si u est une place linie. 
On a alors une decomposition d’Iwasawa: 
G, = KAN 
Oil 
A = {(It-,), t ci A”}, 
N= {(‘i’),xdi}. 
Si a=(‘,-I)EA, on pose 
(.ca)=ltl”, 
x(a) =x(t), 
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ou x est un caractere de A x trivial sur F” Si 9 est une representation 
unitaire irreductible de K dans un espace vectoriel V de dimension linie, on 
note V(x) le sous-espace des vecteurs u de V tels que: 
qan) u = x(a) v pour angKnAN 
et par P(9, x) le projecteur de l’espace V sur le sous-espace V(x). On 
definit: 
Ug, 9, x, s) = Wk) P(g, xl x(a)< -a a>, (2) 
si g=kanEGa et 
P designant le sous-groupe des matrices triangulaires superieures de G. 
Cette serie d’Eisenstein converge pour R(s) > 1 et le prolongement analyti- 
que effect& dans [2] montre que cette fonction est holomorphe dans le 
demi-plan R(s)24 sauf si 9 = 1 et x = 1 auquel cas E(g, 1, 1, s) posdde 
dans ce demi-plan un pole simple en s = 1. L’ojet des notes qui suivent est 
de montrer que dans le cas d’un corps de nombres, la formule d’Asai’ 
resulte en fait dune formule-limite pour les series (3) et que dans le cas ou 
F= Q et ou la representation 9 nest pas triviale, on retrouve des resultats 
classiques et en premier lieu le d&elopement de Fourier des series 
d’Eisenstein du type 
L’intCr&t de la mtthode adelique consiste a donner une vision globale d’un 
certain nombre de resultats, certes connus, mais pas toujours raccordes les 
uns aux autres. Elle permet d’autre part de traiter le cas des corps de nom- 
bres (caracteristique 0) et le cas des corps de fonctions (caracttristique 
p > 1) dune facon similaire a partir du moment ou les outils sont mis en 
place. L’auteur se propose d’ailleurs de revenir sur ce deuxieme aspect dans 
un prochain article. 
11 tient enfm a remercier R. Godement pour la suggestion de ce travail, 
J. P. Labesse pour d’utiles discussions a ce sujet, G. Lachaud et 
J. F. Michon pour la lecture du papier et les idtes formulees a ce propos. 
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2. NOTATIONS ET RAPPELS 
On dCfinit un caractkre z du groupe additif A par la formule 
z(x) = n z,.(.u,.) si x= (x,) 
qui permet de mettre le groupe A en dualiti: avec lui-mCme par 
(x, y) --+ z(xy). Si u est une place fmie, on note 7c, une uniformisante locale 
et ql, le nombre d’tltments du corps r&duel o,/T,o,. On a ainsi ) z, 1 c = 
4;‘. Si le caractkre t, est d&hi comme dans [3] g l’aide de la trace, ce que 
nous supposerons dttsormais, on introduit la diffhente 9, = z,d~~v oti d, est 
le plus grand entier positif tel que z, soit trivial sur la diffkrente inverse. 
On sait qu’on obtient une mesure de Haar sur A en normalisant les 
mesures de Haar locales aux place hies par la condition 
N(9,) dksignant la norme de l’ideal $,, c’est-&dire le cardinal de o,/$,. Si 
en outre on prend la mesure de Lebesgue dx sur [w pour les places rkelles et 
la mesure I dz A dZ I = 2dxdy sur @ pour les places imaginaires, on obtient 
une mesure de Haar sur A satisfaisant 6 la condition de normalisation 
suivante 
s dx= 1. AIF 
Notons enh qu’on a pris pour les places inhies 
T,(X) = 
i 
e ~ 27th si v est rttelle 
e - *niR(r) si u est imaginaire. 
Reprenant la strie E(g, 9, x, s) introduite B la Section 1, il est clair que 
x -+ E( g( ’ -;), 9, x, s) est une fonction sur A invariante par F. Elle posskde 
done un dheloppement en sCrie de Fourier: 
Et&d’ -;I, 9, x, s)= 1 I j E(g(’ t;), 9, x, s) z(p) du. (4) 
PEF AIF 
Les calculs effectuts dans [2] montrent que, en isolant le terme correspon- 
dant B q= 0, on peut kcrire ce dkveloppement sous la forme 
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oii w=(y ;I) et 
oti on a post 
L&.W=j d(re,)x(t) It12SdXl pour R(s) > i (7) 
AX 
oti d x t designe la mesure sur A x obtenue en effectuant le produit infini des 
mesures locales 
avec des constantes approprites c, dont la valeur exacte importe peu dans 
les calculs qui vont suivre car on s’inttresse uniquement au rapport 
M(9, x, s). Par ailleurs, 4 est la fonction decomposee de l’espace de 
Schwartz-Bruhat 9’(A*), de type 9, donnie explicitement dans 
[2, p. l&l 11. La transformee de Fourier de 4 est ici don&e par la formule 
c&x, Y) = jA2 d(u, 0) z(xu -.vu) du dv. (8) 
Le caractere x de A x est de la forme 
ou, pour toute place v, x, est un caractere de F,” de module 1 et non 
ramitie (i.e., trivial sur 0,” ) pour presque toute place finie. On sait [4] que 
$3 = 0 $3” oti, pour chaque u, gU est une representation unitaire irreductible 
de K,, triviale pour presque tout u. On suppose dans la suite que 
P(9, x) # 0 auquel cas P(9, x) = @ P(c&,, x,), l’image de P(9, x) ttant de 
dimension 1. Si u est une place finie et 9” la representation unite, alors 
l’hypothese P(9U, x,) # 0 implique que xC est non ramifie. Si gt, n’est pas la 
representation unite (toujours pour v hnie) elle est triviale sur le 
sous-groupe 
pour n assez grand. Si n est le plus petit entier verifant ceci, on dit que 71;~” 
est le conducteur de 9”. Dans ce cas, l’hypothese P(J?&, x,) # 0 implique 
m < n si TC;O, est le conducteur de x1,. Dans ce qui suit nous nous 
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limiterons, si 9 est non triviale, au cas oh F= Q, et nous supposerons que 
5B et x ont mCme “conducteur” N = n p”, p” etant le conducteur de gP ou 
de xP au sens ou nous venons de le delinir. Comme le montre Jacquet [4], 
on peut calculer E(g, 9, x, s), L(g, 9, x, s), M(L3, x, s) et I’integrale 
(9) 
comme produit de facteurs locaux. Nous allons done proctder par Ctapes: 
(a) calcul de E( g, 53, x, s), 
(b) calcul de M(g, x, s) et du terme constant du dtveloppement (5), 
(c) calcul des facteurs locaux de l’integrale (9), 
avant de regrouper les rtsultats obtenus. A chaque etape nous ttudions 
plusieurs cas, en vue de retrouver les formules annoncees a la Section 1. 
3. CALCUL DE E( g, 9, X, S) 
On notera dans ce qui suit 
le decomposition d’Iwasawa dun element g E X(2, R). 
PROPOSITION 3.1. (i ) Si F est un corps de nombres dont le nombre de 
classes est 1 et si g = (g,,) avec g, = 1 pour toute place finie 0, on a 
m, 1, 1, s) = E*(z, 3) 
oti z=g-‘(i) et E*(z, s) est dkfinie h la Section 1. 
(ii) Si F= Q et si gP = 1 pour tout p fini 
E(g, 24, 1, s)=eimOt-” 1 Im(yz)“P”‘2J(y, z))” 
r,\r 
oti g est donnke par (lo), ~3~ (zgi ~2:) = eime, r = SL(2, Z) 
rm=((l ;)/nEZ} etenfnJ(y,z)=cz+dsiy=(; “,). 
(iii) Si F= Q, gm = 1 et 58 de conducteur N 
E(g, 9, x, s) = { 1 
J-,\r/rcN) 
WY-~) +n(z, d} P(g’, x) 
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ozi Ey-lx(z, s) dhigne la sCrie dEisenstein pour le groupe 
T(N)= {?JWF(:, 3 mod N} relative ci la pointe y ~ ‘, . 
Preuve. On a par definition 
E(g, ‘3 ‘,s)= c IP(gr G‘FIPF 
en notant /?(g)=t’ si g=kan avec a=(’ ,-,). Or on a GF=r.PF puis- 
qu’avec le theoreme de Bruhat, on a y = ap avec cr = 1 ou (‘; 01 ), u E F et 
p E P,. L’idbal fractionnaire (u) s’tcrit 2Ib ’ avec ‘9I + b = U. Vu l’hypothese 
sur F, il existe des elements a et h de 0 tels que ‘3 = (a) et b = (b), et par 
suite une matrice (_“, :) telle que 
On Ccrit done: 
.“, + ‘2 
Hg, 1, ‘,s)= c IP(sv) c n Iflkjv-‘)I-““’ (1’) 
r/J-I f, r ,=I 
(puisque ) b(r -‘)I F = 1 si v est finie du fait que X(2, 0,) est le compact 
maximal, noter tgalement qu’on a ecrit y au lieu de y”’ pour ne pas trop 
surcharger ). 
Or un calcul simple montre que 
IBkjY-‘)l-’ = 1 -cc”)wu.+ d(j)12 + I c(~)~2~ t 
I I 
I -4’ 
On en deduit que 
ou z= (z,) avec z,= -xx,+ iI t,l m2 =g,-‘(i) ce qui dtmontre (i). Pour (ii) et 
(iii), on tcrit d’abord 
E(g, 9, x, s) = 1 Ugy -‘, 9, x, 2s). 
r,\r 
(‘2) 
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On calcule ensuite L&y-‘, ~8, x, 2s) comme produit de facteurs Iocaux. En 
Ccrivant le dtcomposition d’Iwasawa de g et en posant y= (; “,), on a 
facilement 
L, (g-j-“, 9, x, 2s) = eimstwm (~~+d)-~~c~+~~~-~~Im(z)“~“~~ (13) 
oti on a posh z =g-‘(i) = tU2i- X. (A noter que le fait de supposer zoo = 1 
n’est pas une bien grande restriction, car il sufflt d’effectuer une translation 
purement imaginaire sur le param&re s) 
Si 5Yp=l onaL,(y-‘,9,X,2s)=id’o~(ii), 
Si gp#l onaL,(y-‘,~,X,2s)=~~(y-‘)P(~~,X,), 
d’oti, en effectuant le produit des facteurs locaux et en supposant m = 0: 
E(g, 9, x,s)= 1 Im(yz)“%y-‘)P(% x) 
J-,\f 
d’o6 la formule (iii). Pour retrouver des skies connues dans le cas (iii) 
nous allons dkcouper E( g, 3, x, s) en trois morceaux correspondant respec- 
tivement, dans la sommation sur les doubles classes ru; yT(N), aux trois 
Cventualitts: 
Les deux premih-es possibilitts font l’objet des lemmes qui suivent, oh l’on 
suppose que 9 et x ont m?me conducteur N= l7p”. 
LEMME 3.1. Avec les notations qui prktdent, on a 
oti $ est fe caractke mod N produit des cat-act&es induits mod p” par les xP 
pour p j N et I’,(N) = (y E SL(2,Z)/r(y) = U(N)). 
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Preuve. Dans SL(2, Z) on a la d&composition suivante lorsque c est 
non inversible 
y=(;i)=(’ d;hj(d-’ d)(c;bl J. (15) 
Si pliV, on a: 
qhJ-l)wpA!p)=~p (-B-l 1) x#) P@b, x ) 
Par ailleurs on voit facilement que si y = (; fi), alors 
Eg-1Jz,s)= c ySImz+n/-“’ 
(m,n) = 1 
m--c(N) 
nsd(N) 
Puisque chaque pointe y-l, s’krit -d/c avec c z O(N) et compte tenu des 
conditions dans lesquelles deux pointes sont Cquivalentes modulo T(N), il 
suEt de prendre d mod N avec (d, N) = 1. Autrement dit: 
et la formule annoncte. 
LEWME 3.2. ~~uju~rs avec les mtmes ~ututiu~~, on a 
1 qy-‘) Ey-i,&, s) P(9, x) 
I‘, \ r-/r? N ) 
(c(y),Nt= 1 
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od I’m a post!, reprenun~ les notations de [8]: 
Hz, $9 ti, {a,, Q>, = c vvu) E(z, s, ua,, ua,), (18) 
umodN 
(u,N) = 1 
~(z,s,~,,~*)= (,;-I ySlmz+nr2”. 
rndLI,(N) 
nra2(N) 
(19) 
Preuve. Dans SL(2, Z,), on a la d&composition suivante, Iorsque c est 
inversible 
9p(r-‘) Pe2$, x,1 = iBp ( 1 -f y) .%A44 i&f w% x,1. 
On a done 
(la notation S3(’ -?I’ ) ~(~)~(c~ P(9,x) signifiant 
dont les composantes sont triviales pour (p, N) = I). En effectuant un 
changement de variable et en permutant les sommations, le deuxikme mem- 
bre de (20) skrit 
Nf’9(’ y ) ~(~,)P(~,~) ; $(c) c Jqmz+.~--zs (21) 
ZI=O cc, (n&n) = 1 
(c,N) = 1 m z c(N) 
n~cu(N) 
ce qui prouve le lemme. 
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4. CALCUL DU TERME CONSTANT 
11 s’agit essentieliement de calculer l’operateur M(9, 2, S) donne par (6) 
puisqu’on a par ailleurs: 
L(g,~,X,2s)=e”meItl-2~P(g,X) 
si g est donnee par (10) et D, (C,:;,” ;$@@) = eime 
(22) 
LEMME 4.1. Si F est un corps de nom~res, on a 
M(1, 1, s)= 
ZF( 2 - 2s) 
ZF(2S) 
(23) 
00 
Z,(s)= ds’*(7t-s’* Qs/2)}” {(2n)-“I’(~)}‘~ n (I-q,“)-’ (24) 
L’ link 
est la fonction &%a du corps F compl&be par ses facteurs Li i’injhi et oti A 
dtfsigne la vaieur also& du discr~minant de F. 
Pretlve. 11 s’agit de calculer explicitem~nt le rapport 
L&(1,2--2s) 
L,(L 23) 
oti, puisque 9 = 1, le fonction $ = I1[, $, est choisie comme suit 
1 
fonction caracteristique de D, x D,, si v est finie, 
e --n(x;+.x;) si v est une place inlinie reelle, 
q-5, = e -2d six=m(e,)t, t>OetmEKI, 
dans le cas oti v est infinie 
imaginaire. 
11 now faut calculer ies integrales 
L,(1,2s)LIAx &e,t)lt12”dXt et L~(1,2-2s)=j &e,t)jt12--2sdxt 
A* 
(25) 
Or on sait ([4 J par exemple) que 
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pour toute place inhie. Reste done B calculer, pour toute place u finie: 
= s $v)dxdY DP = NW’ i si te8,’ 0 sinon. 
La premike intkgrale de (25) est calculte dans [Z] ou [4] (a des nuances 
p&s en ce qui concerne ies normalisations de mesure). On obtient, avec 
une constante C 
L,(1,2S)=c{K-~“T(s)}” {(2n)y”r(2s)}yF(2S) (27) 
Oil 
I&)= rl[ (l-4,“)-‘. (28) 
0 iinie 
Pour la deuxicme inttgrale de (25), il reste A calculer, pour u hie: 
I, $o(e,t)lt12-2sdXt=N(9,)-1 jFx,,;, It12-2sd”f 
”  r  
=N@J’ N(2?“)2-2” jF, no, It(*-2sd”t r L 
=N(9J--~2Sc”(l -qyy. 
En tenant compte de (26) pour le calcul des facteurs A l’infini, on obtient 
done 
L$( 1,2 - 2s) = Cd -2,(2 - 2s) 
et la formule annoncke. 
(29) 
LEMME 4.2. On suppose que F= Q, que 6~3~ et X~ sont triuiaux, que 9 et 
x ont m6me conducteur N= IIp” et que $ est le caracthe mod N, produit 
des caracthes induits mod p” par les xP pour p I N. On a alors 
T(l--s)L(2-2s,$) 
M(9, x, s)=~~~--N-~~------ 
T(s) u2s, $1 
02 G(t)) dksigne ia somme de Gauss et L(2s, t,b) = C,, L ~(~~/n’. 
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Preuve. On calcule M(C@, x, S) comme produit de ses facteurs locaux. 
Les calculs sont effect&s dans [2] ou [4] pour les places linies p avec 
(p, N) = 1 et pour la place inlinie. Pour les places linies p avec p 1 N on a 
c41, 
M@pb, xp, $1 =P-2ns&w”)g(Xp) c gp 
.x mod p” 
g(x,)= 1 x,(u) r,(up-“). W’) 
UE (H/p”z)x 
Or grace a la formule du produit on a 
JJ Xp(PP”)= n xp 
PIN PIN 
et d’apres la formule de decomposition des sommes de Gauss: 
(33) 
la formule du lemme s’ensuit. 
dxp) = G($) (34) 
5. CALCUL DES FACTEURS LOCAUX DE sA\ L(g(' ;)w,~,x, 2s)z(uq)du 
Dans tout ce paragraphe nous noterons systematiquement F, g, x,..., au 
lieu de F,, g,, xv ,..., tant qu’il n’y a pas d’ambiguite sur le caractere local 
des calculs. 11 nous faut done calculer, pour un corps local F 
I”(( T) )- w, 9, x, 2s ,duv) du 
que nous noterons pour simplifier W,(g, $3, x, s, q). Nous utiliserons le 
resultat suivant [4, p. 2491. 
LEMME 5.1. Soit (e, , e2) la base canonique de F2. Pour tout v = xe, + ye2 
on pose 
si F=R, 
si I;=@, 
si F non archimedien 
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(on raFpelle que 1 / designe la va~eur a~so~ue usuelfe dans le cas de R, fe cart-6 
du module dans Ie cas de @ et qu’enfm 1 x I= q pord(x) dans le cas non 
archimedien). Dans ces conditions, on a 
Lb 1, 1, s)= I&)l-” 
et en particulier 
L((: 1)‘1, I,s)=(l+lx/‘)‘” si F=R. 
On a egalement, dans le cas non-archimedien si x est non ramtf2 
(a) Place jinie. 
On doit distinguer deux cas su~vant que 9r est trivia~e ou non. 
PROPOSITION 5.1. On suppose que g = 1, 9 = 1 et x non ramtfZ. On a 
alors, en notant nd, la differente 
/ 
l-X(711+dr)(N(7C)-l--lylI)2s- 
I -X(A)iVf7C)1-2S 
(I-X(n)N(n)-*“)m(~i) siqEn-dO 
0 sinon (35) 
ou m(a) designe le volume du compact maximal. 
Preuve. Voir [4] en tenant compte de la diffkente 
PROPOSITION 5.2. On suppose toujours que g = 1 eb que $3 et x on2 meme 
co~ducteur 79’5 auec n 2 1. On pose O, = oJz*o et 
On a alors, si Ij=R7ca, 2~0~ 
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0 si n+n+d<O 
WF(l, 9, x, s, vf= 
Aq?T-“m(o) x 9 i,,” (’ ;) =wm2 
z+,,+d 
+ c N(n)““-““‘X(n k) 
!,=I 
1 
x c 9 $..’ 1 x(u) zo 
i > 
sinon. 
u t <,n’ 
(36) 
Preuw. La premiere assertion provient du fait que 
et que cette dernibre intkgrale est nulle pour x’y~ +! nude. On kcrit ensuite 
T4Wm~)=j<~((’ ;)w%+)+iijd~ 
En passant au quotient par ~“0, la premihre intkgrale se met facilement 
sous la ferme 
m(n)N(7-c-” 1 23 
lu -  
ut en (  )  
1  S.(w) I. 
Pour la seconde, on terit le dtcomposition d’Iwasawa de ( 1 71yKU), UE~ x 
On en dkduit 
= N(7T- n+k”-2s) 
x 
s 
~(uu’n” - kq) du’ (38) 
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et comme cette derniere integrale est nulle pour k > c1+ n + d, on en deduit 
la formule annoncee. 
(b) Place infinie rielle. 
On suppose que 9 est la representation: ($;,,s,” ii::) -+ e’me et quitte a 
faire une translation purement imaginaire sur le parametre s, on peut se 
limiter a x = 1. 
PROPOSITION 5.3. Soit g = (C,;;,” ;;l,n,” )(’ (-I)(’ ;) la dhwnposition de 
g E SL(2, R). On a alors 
WIW(g,~,1,S,~)=imeimeIt12s-2e-2nix~ 
I 
Iw (1-iu)-mJ1+iUlm~~2~e~2~i~~2uqdU~ 
(39) 
En particulier si m = 0 
W,(g, 1, l,s,~)=27~~~(~)-~1tI~‘I~I~~“~K~~~,~(2~~~t~~l)e~~“‘“~ (40) 
ozi K, dbigne la fonction difinie par 
K,(z) = lop e -rrh(u)~h( vu) du, R(z) > 0. (41) 
Preuue. On Ccrit successivement 
W,(g,~, lm)=il,L g ( w(i l), 9, 1, 2s) e-2n1u”du 
=jRL(kwa-l(ulx 1),9, 1,2s)e-2”i’Andu 
= e-2nixq lR L(kwa-‘( f, 1) aa-‘, 9, 1, 2s) e-2”‘“q du. 
En utilisant le fait que L se transforme a gauche par SO(2, R) et a droite 
par A, on obtient 
W, (g, 9, 1, s, q) = imeimse ~ 2nirv lt12rj-RL((t;u +@, 1,Zs)e-2”‘“ndu 
= i~eilTIOe - 2Yti.X?) I t I 2s ~ 2 ,,L((i I),g, 1,2s)e-2~i”‘~2vdu. 
En ecrivant la decomposition d’Iwasawa de (f, ,), on constate facilement 
que L((A 1),9, 1,2s) se met sous la forme (l-iu)-“Il+i~~“-~” et le 
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rkwltat cherchk s’ensuit. Le cas m = 0 ksulte de la formule bien connue 
([S], par exemple) 
K,_,,,(2x1ul)=2-‘n-,“lul”*-.sr(S) I 
e - 2aiur 
UJix-y 
dt (42) 
(c) Place infinie imaginaire. 
Onselimiteaucasoti~=let~=l. 
~OPOSITION 5.4. Soit g = k(’ ,.-! )( 1 ;), k E SU(2, C) la decomposition 
~~wa~aw~ de gc SL(2, C). On a alors, tout au rnoi~~ poem R(s) > $: 
Wc(g, 1, l,s, ~)=2~(2s)-‘(271j~~)2”-1~t/-2K,,_1(471/~t-2~)e-4xiR(~x). 
(43) 
Preuue. On Bcrit 
D’apr&s le iemme 5.1, on a 
L((’ J(’ ‘I)w, I, I,t)=/liu,‘+/t,~21-21 
En effectuant le changement de variable u -+ tm2u on voit qu’il nous reste A 
calculer l’intbgrale 
Posons tpv2 = c1+ ip, u =x + iy. L’intCgrale s’krit sous la forme 
dffa, j?) = 2 jc ( 1~~~~~~~2~ dx dy. 
Pour la calculer, on remarque que 
((( 
cos e -sine a 
sin e I( >> cos e p 
= (b(a, 1). 
Par suite 
#(s 8) = dt(t; 0) oil r= la+ifiI. 
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En passant en coordonrkes polaires, on obtient 
(44) 
en raison de la formule 
J,,, (x) = j;' eimeeiX cos e&' 
oti J,,, dtsigne la fonction de Bessel. L’inttgrale (44) se trouve dans les 
trait&s de fonctions spkciales ([S], p. 95 par exemple), ce qui donne dans le 
cas qui nous occupe, A condition que R(s) > i: 
s 
cc P Jo(4wp) dp = (2nr)2s-“I’(2s)-1KZs- 1 (4nr) 
0 (1 +p*)*” 
06 K, est donnCe par (42). 
6. Ou L'ON RETROUVE DES RFSJLTATS CONNUS 
(1) Reprenons les notations de la Section 2 et plaqons now dans le 
cas d’un corps de nombres F dont Ie nombre de classes est kgal B 1. On sait 
[2] que M(L3, x, s) posdde un p&e simple en s= 1, tandis que 
est continue en s = 1. Ecrivons done 
M(1,1,s)=~+p+o(s- 1). 
On a alors la formule-limite 
lim 
s-1 1 
-E(g, 1, 1, s)--2 
I 
(45) 
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Le passage a la Iimite dans le dernier terme est autorise par les proprietes 
de dtcroissance rapide des integrals qui sont des fonctions de Whittaker. 
On a montre que 
M(1, i,s)= 
Z,(2 - 2s) 
Z&s) . 
Pour obtenier le dtveloppement au voisinage de s = 1, on part des formules 
bien connues 
T(s/2)=&1 -f(y+2log2)(s-I)+ ... >, 
l-(s)= 1 -y(s- l)+ ‘.. . 
On obtient aisement 
Z,(s) = (27r) -‘“A “2 
i 
S+B,--A,. 
x ~log~+~,log2+~~log2+~~f~log~ 
( 
) +O(s-1) ] (47) 
0~71 on a pose 
r5-b) =s + B,+ O(.s - 1). (48 1 
Ceci, ainsi que l’equation fonctionnelle 
Z,(s) = Z,( 1 -s) 
permet d’obtenir le developpement de Z,(2 - 2s) au voisinage de s = 1. 
D’autre part on a 
Z(2‘s)-‘=Z,(zf ’ 
i 
l-2 gc.$-++ *** 
F I 
et on obteint facilement 
2 G(Z) -= --nlogn--np+2r,-2r,log2+2~+~ogn 
-7Fe) I 
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ce qui conduit fmalement A 
-+B,-AF G(2) r,log2+r,+~+O(r-l) . (49) 
Reste B calculer l’expression 
On a d’abord 
On a repris ici les notations de [ 11, A sz 
de la diffkrente inverse et que 
La formule (50) s’obtient A partir de (35 
PIP-’ 
(50) 
roir que w dtsigne un gkkrateur 
p(i)le/. 
en remarquant que 
(51) 
n 
“<‘x2 
l-q;‘;~!hi~= n (l+q;l+ . . . +qL-(4+ordc(vH) 
” U<CIJ 
= 1 rI l/.&l” 
plqw-’ ” < w 
= 1 ) N(,u)\ - ’ par la formule du produit. 
!4w- 
Remarquons ensuite que, d’aprh (35) 
S,L(g(’ i) w, 1,1,2)r(uq)du=O siuq!$-l=(o). 
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Notons par ailleurs que 
(52) 
et que 
ce qui permet d’tcrire halement, si g = (g,) avec g, = I pour toute place 
finie v: 
29f’ + ‘2 
=- 2niZ:I;‘~~,R((lruw)(i)+,) 
l,(2) e 
lii.#O 
En regroupant ies rksultats obtenus, ii savoir (49), (53) et la 
proposition 3.1(i) on obtient une formule-limite pour E*(z, S) oh z = g-‘ l(i) 
de laquelle on peut dtduire la formule d’Asai’. La fonction qui gtnkralise 
log/ q(z)) et dont les propriktks sont knumtr6es dans Cl] s’kcrit done sous 
forme adhlique: 
Ifl-2+ 1 j L(g(’ ~)~,1,1,2)~d~ 
?,sFX w 
(54) 
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oti g=k(’ ,-,)ntzGA, avec go = 1 pour toute place finie u et oti 
L(g, 9, x, J) est definie par (2). 
(2) On suppose que F= Q, que 9 et x ont meme conducteur I?, que 
9a = 1 et on note + le caractere mod A’ produit des caracteres mod p” 
induits par les differents xP pour p 1 ZV. 
On ecrit d’abord, en notant q = ipap, 2 G Z; , 
=@-sl (1 +$(p)pi-2s+ *a* +$(p)=~q(1-2s’a~)t~ -$(p)p-2s). 
puisque $(p) = xP(p) par la formule du produit. On peut poser q =KB/FI 
puisque l’integrale WA (g, 9, x, s q) est nulle si NV $ Q. On obtient ainsi 
Si piN et ap>O, on ecrit 
ou g(&) est don&e par (32). En effet pout k 2 n on a 9p(&I I) = 1 et les 
sommes du type 
sont nulles sauf pour k = n + ap puisque les hypotheses faites sur xP 
signifient que le caractere modpfl qu’il induit est primitif. En decomposant 
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E( g, 9,x, S) on a vu qu’h une place p (p 1 N) on avait suivant les cas, en 
posant y = (; 2) 
qwll P@p XJ 
sinon 
Pour une double classe rm yT(N) pour laquelle (c, N) = 1 (resp. c = 0(N)) 
on est dans la premikre situation pour tout p 1 N (resp. dans la deuxkme 
situation). En raison de l’indkpendance linkaire des opkrateurs, on peut 
maintenant regrouper les rksultats obtenus pour kcrire les dkveloppements 
suivants: 
PROPOSITION 6.1. Avec les notations qui prt!&dent on a, si $ est un carac- 
the primit$ mod N: 
x x InI f1’2’m~‘c2.,- l (n, fi) KS- t,,zj(2x 1 n 1 y) e2ffi”x. (581 fl#O 
On rappeile que z=g-1(i)=/t/p2i-.v oti g est do&e par (10) On a 
dgaiement post? 
ash x) = x x(4 CP (59) din 
Preuve. Pour obtenir les cokffkients de Fourier non nuls, il suffit d’ef- 
fectuer le produit des facteurs locaux (40), (55) et (56) en ne considkrant 
dans ces derniers que les termes oti 2@p n’intervient pas. 11 faut noter qu’on a 
alors q l Z ’ car pour q #Z il n’y a pas de contribution de ce type et tenir 
compte de la formule de d&composition des sommes de Gauss dkjA utiliske 
(34). 
PROPOSITION 6.2. En reprenant la notation (19) du lemme 3.2, on a 
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Preuve. Des remarques qui p&&dent on peut dkduire le dkveloppement 
de E(z, S, 6, { 1, u}). On krit ensuite 
Pour obtenir le dkveloppement de E(z, s, $, { 1, u}), on pro&de comme 
dans la proposition 6.1 en effectuant le produit des facteurs locaux (40), 
(55) et de la partie approprike de (56) avant d’utilise la formule 
e - 27ciumJN - 
- H ~p~W~~ (63) 
F<m 
car T est trivial sur Q. Notons kgalement que pour F = Q, 9p = 1 pour tout 
p hi et LISa (;;;i ;gi) = eim’ on retrouve le dkveloppement de Fourier de 
la skrie 
1 
((,d)=l lcz+dl 
tel qu’il apparait dans [6] ou [7]. 
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